27. April 2018 / Zahlen

Im Leben
1,2,3,... € N
0,1,2,3,... € Ny
.o, —3,-2,-1,0,1,2,3,... € Z
11 7 _
5,5,—E,0.333333...,0.3 e Q
m,e € R
3.12 — 4.2i cosx + isinx,e™ € C
Im Rechner

Integer: 32 Bit, 231 — 1 = 2.147.483.647 (Milliarden)

Double: IEEE 754, 64 bit, Exponent 11 bit, Mantisse
(14) 52 bit, &~ 17 Dezimalen, eps = 1.1102e — 16
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Iteration / ldee

gegeben: a€ R

2

esucht: x € R mit x*> = a, also x =+/a
g

Start: xp € R

lterationd): Xp+1 = Xp — (2x,,)71(x,,2 —a)

zu f(x)=x*>—a
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Iteration / Konvergenz

1
lim x, = lim Z(x,+ i) =x*
n—o00 n—00 Xn
mit
x*=+/a
a) Fixpunkt: x* = 3(x* + &) = 3(x* + X;if*) = x*

b) Beschrankt (nach unten): (x, —/a)?> >0
X2 = 2m/ata>0  wE2> G x.1>a

c) Monoton fallend: xp4+1 %(x,, + in) < %(x,, + %)

= 30 +v/3) <3 + xn) = Xn
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Iteration / Geschwindigkeit

Wie schnell?

also

Xn+1 — \/5

Lot 2)-va

2 Xp
1 a
- -9 il
2(Xn \/5+ Xn)
1
;(an — 2Xn\/5 + a)
n
1
27x,,(X" —a)?
1

(xn — Va)?

2xn

Quadratische Konvergenz
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Lineare Gleichungungssysteme / Beispiel
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Flug (x) + 1 Woche Hotel (y): 800 €(8)
Flug (x) + 2 Wochen Hotel (2y) : 1300 €(13)

x+y = 8
x+2y = 13
Ax=0b

11 8
SITEIR €Y
Dreiecksgestalt, GauB-Methode
11187 1N\ 1N 8 N\
1 2]13 14+(-1)-1 2+(-1)-1|{134(-1)-8
1 1|8
[O 15}—>xz—y—5, —+x3=x=8-1-5=3

Numerik fiir Geowissenschaftler 2018



Lineare Gleichungungssysteme / Beispiel 6

Grafisch:
xX+y = 8
x+2y = 13
y = 8—x
13 1
= — — =X
Y 2 2
y
5
X
3

Schnittpunkt bei {3,5}
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Lineare Gleichungungssysteme / Beispiel

Probe!

1-3+1-5= 3+5= 8
1-3+2-5= 34+10= 13
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Lineare Gleichungungssysteme / Allgemein

Gegeben; Rechte Seite b € R™, und die Matrix

a1 4d12 413 ... Adin
dp1 a2 a3 ... ap

A= € RMxn
dml adm2 Aadm3 ... Aamn

mit
m Zeilen (= Anzahl der Gleichungen, Bedingungen) und
n Spalten (= Anzahl der Unbekannten).
Gesucht: x € R" mit
Ax=0b
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Normen /

L J|x][ >0,]Ix]| =0 x=0
2. ||ox|| = |a| - ||x]|
3. x4yl < Ix[1+ [yl
1
lIx]|2 = (an':l |xi|?)2
l[xll1 = >_i 1 Ixil

l[xl[co = maxi<i<n |Xil

11Nl = maxi<jcn iy [aj]
[[Allloe = maxi<i<n /1 |aj]

HIA[ll2 = v/ Amax (AT A)

AXI] < (Al - 1]
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Matrixmultiplikation /

v

Matrixmultiplikation: i =1,...m, j=1,...p
[ei] = [ k=1 ik by ]
Inverse: A~1L. A=A-A1=]

-1
. a b . 1 d —b
2><2.[C d} —ad_bg)[—c a]

Diagonalmatrix; Tridiagonal- und Bandmatrix; Dreiecksmatrix,
transponierte Matrix. Einheitsmatrix (/), Permutationsmatrix
(P), symmetrische Matrix (AT = A)

v

v

v

2= Determinate von A
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Kondition /

Ax = b, A% = b )
AX = X — X, Ab=b—b

18] Ly llAb]
= |[IAll[ - [IA~]]] -
]| 11]]
_[41 284, _— .
A_[gj 6.6] b=(4.1,97)", b= (411,9.7)
10 7 8 7 10 7 81 72
A_| 7 56 5 |45 |708504 6 5
~ | 8 6 10 9 - 8 598 989 9
7 5 9 10 6.99 499 9 0.98

b=(32,23,33,31)"
sqrteps = 1.5e — 8°)

3)S. Moler, blog
YR. Tichatschke, private communication
%)Python Optimzation: 1.4901161193847656e — 8
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Ax =b
PA= LU

PAx = Pb— LUx = Pb«» L(Ux) = b
Ly—b—>y,Ux—y—>x
5+n?—1in=1nr+0(n?) =0(n®),n— o

» Spaltenpivot

v

Totalpivot
Aquilibrieren: DA
LDLT

Householder

v

v

v
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Diskretisierung /

Taylor:

f(xo+h) = f(x0) +hf'(x0) + 2 h*f"(x0) +...+ Lh"FN (xp) +... +
f(xo + h) = f(x0) + hf'(x0) + O(h?),h = 0

f/(XO) ~ f(X0+h,)77f(X0)

Diskretisierung: '(xp) ~ w und

f'(xo — h) =~ w damit
f"(x0) ~ 7 [f(x0 — h) — 2f(x0) + f(xo + h)]

—u"(x) = g(x),x € (0,1), u(0) = wp, u(1) = v1,h =1

2 -1 0 ... 0 0 0 ]
-1 2 -1 ... 0 0 O
0o -1 2 -1 0
A= 0 c R(n—1)x(n—1)
0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 0 -1 2 |
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Jacobi, GauB-Seidel, SOR /

» A=E+D+F

» Lineare Konvergenz
> a priori
> a posteriori

» Parallelitat
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Kleinste Quadrate / (

» ATAx = ATh
» Hilbertmatrix
> QR
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Interpolation /

v

Polynome

v

Lagrange et.al.

v

Splines

Bezier

v
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Nichtlineare Systeme /

> Partielle Ableitung
» Newton
» 2D
» Vereinfachter Newton

» Quasi-Newton
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Eigenwerte /

> Av = \v
> lteration

» Spektralverschiebung
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Anfangswertaufgaben /

» Euler
» Runge-Kutta
» Lotka-Volterra
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Randwertaufgaben /

» Differenzenmethode
= g
-Au=g
Numerierung
Mehrgitter

» Finite Elemente

\ \ 4

v

v

v

: Triangulierung : Basisfunktion (1,2)
: Basisfunktion (3,1) . Beide
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Randwertaufgaben / Numerierung

Diskretiserung des Quadrats [0, 1]? mit jeweils fiinf Punkten in x-
bzw. y-Richtung ergibt ein Gitter mit 5 x 5 Punkten.

Die diskreten Werte der unbekannten Funktion u, werden
entsprechend den Gitterpunkten x;, y; mit u;; bezeichnet.

Uo,4 Ul4 U24 U34 [U4g

o3 U13 U23 U33 U3

LUp2 Ul2 U2 U32 |U42

Up,1 U1l U21 U3l |[Uai

Upo U10 U2o U30 Uso x
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Newton

f(x)

f(x_0)
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Anhang / Newton

£(x)
f(x_0)
— x_1 x_0 X
% 1: f'(x0) f(x0) = f'(x0)(x0 — >;1)
f'(x0)” " f(x0) = x0 — x1 x1 =xp — f'(x0)”  f(x0)
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